Analiza funkcjonalna
Lista 2 (przestrzenie unormowane)

Zad 1. Wykazaé¢, ze przestrzenie B((2), dla dowolnego zbioru Q, BC(Q2), gdy Q jest
przestrzenia topologiczna, oraz C(2), gdy € jest przestrzeniy zwarta, wraz z funkcja
okreslong wzorem ||z|| = sup,cq |x(f)| sa przestrzeniami Banacha.

Zad 2. Pokazaé, ze przestrzeniami Banacha sg przestrzenie (.., ¢ oraz ¢y wraz z funkcja
[2]loc = suppen [z (n)]

Zad 3. Pokaza¢, ze dla p € [1,00) przestrzen ¢, wraz z funkcja ||z|, = >, |x(n)|p)%
jest przestrzenia unormowang.

Zad 4. Niech (92, X, 1) bedzie przestrzenia z miara. Uzasadni¢, ze dla p € [1, 00| przestrzen
ilorazowa

LP(Qv %, M) = EP<Q= 2, U)/£0<Q7 2, :u)v
gdzie Lo(Q, 3, ) == {z : @ — K : = funkcja mierzalna i [, |z|dp = 0}, wraz z funkcjg
1
p P
Il = {(fﬂ Py | SlTp<os
sup ess;cq |2(t)|  gdy p = oo,
gdzie [z] =z + Lo(Q, 2, p), jest przestrzenia unormowany.

Zad 5. Wyznaczy¢ odleglosé wektorow x,y w przestrzeni X:

N | X x Y N X Y

a) | ¢ |a(n)=1+2)"| (1,0,0,...) [[e) | C([-1,1]) |x(t) =1—t|ylt) =1+t
D[ 6] (hd [ (LhEe) [ D] CM0) | o) =i [y =1+t
) oo | o) = [y = o B | L) | e(0=f | yO-F
d) ls (375> o ) (0,0,...) h) | Li([-m, 7)) | =(t) =1 y(t) =sint

Zad 6. Sprawdzié¢, ktore sposrod funkeji N : X — R sg normami w przestrzeni X:

X N(z) X N(z)
8) | Lo D o e) | C(=1,1) Jy le()ldt
b) | 4 = 2] D c.) [HE e
O | 6 | s e + [y 2] | &) | C(0,1)) TNECIHE
O e | s 2| ) [ CO(at) [[[7e dt|+<fflw )| dt)?
Zad 7. Pokaza¢, ze przestrzenie (CWa,b],| - lo) oraz (Cla,b],| - |[1), gdzie ||z]le =

maXelqp) |(t)] oraz ||z||, = f |z(t)| dt sa przestrzeniami unormowanymi, nie bedacymi
przestrzeniami Banacha.

Zad 8. W przestrzeni C|a, b] okreslone sa dwie normy [|7||oo = sup,e(,y [7(t)| oraz ||z, =

f |z(t)| dt. Czy normy te sa rownowazne?

Zad 9. Pokazaé, ze nastepujace funkcje

Ni(z) = max {tem[gf |z(2)], ) Imax |2'(t )|}7 Na(z) = max |z(1)] + max |z'(4)],
N. = t dt
2(2) = [2(0)] + max [o/(0)] /\x ()ldt + e 21,

59 paraml rownowaznyml normami w pI‘ZGStI’Z@Ill C

luzywajac skrotu myslowego zwyczajowo pisze sie (niescigle) [z] = x



