
Analiza funkcjonalna

Lista 2 (przestrzenie unormowane)

Zad 1. Wykaza¢, »e przestrzenie B(Ω), dla dowolnego zbioru Ω, BC(Ω), gdy Ω jest
przestrzeni¡ topologiczn¡, oraz C(Ω), gdy Ω jest przestrzeni¡ zwarta, wraz z funkcj¡
okre±lon¡ wzorem ‖x‖∞ = supt∈Ω |x(t)| s¡ przestrzeniami Banacha.

Zad 2. Pokaza¢, »e przestrzeniami Banacha s¡ przestrzenie `∞, c oraz c0 wraz z funkcj¡
‖x‖∞ = supn∈N |x(n)|.

Zad 3. Pokaza¢, »e dla p ∈ [1,∞) przestrze« `p wraz z funkcj¡ ‖x‖p = (
∑∞

n=1 |x(n)|p)
1
p

jest przestrzeni¡ unormowan¡.

Zad 4. Niech (Ω, Σ, µ) b¦dzie przestrzenia z miar¡. Uzasadni¢, »e dla p ∈ [1,∞] przestrze«
ilorazowa

Lp(Ω, Σ, µ) := Lp(Ω, Σ, µ)/L0(Ω, Σ, µ),

gdzie L0(Ω, Σ, µ) := {x : Ω → K : x funkcja mierzalna i
∫

Ω
|x| dµ = 0}, wraz z funkcj¡

‖[x]‖p =

{(∫
Ω
|x|p dx

) 1
p gdy p < ∞,

sup esst∈Ω |x(t)| gdy p = ∞,

gdzie [x] = x + L0(Ω, Σ, µ),1 jest przestrzeni¡ unormowan¡.

Zad 5. Wyznaczy¢ odlegªo±¢ wektorów x, y w przestrzeni X:

N X x y N X x y
a) c x(n) = (1 + 1

n
)n (1, 0, 0, ...) e) C([−1, 1]) x(t) = 1− t y(t) = 1 + t

b) `1 (1, 1
3
, 1

32 , ...) (1, 1
2
, 1

22 , ...) f) C([0, 1]) x(t) =
√

t y(t) = 1 + t
c) c0 x(n) = n

n2+1
y(n) = 1

n2+1
g) L2([0, 1]) x(t) = t y(t) = t2

d) ` 3
2

(1
4
, 1

16
, 1

64
, ...) (0, 0, ...) h) L1([−π, π]) x(t) = 1 y(t) = sin t

Zad 6. Sprawdzi¢, które spo±ród funkcji N : X → R s¡ normami w przestrzeni X:

X N(x) X N(x)

a) `∞
∑∞

n=1
|x(n)|

2n e) C([−1, 1])
∫ 1

0
|x(t)|dt

b) `1 |
∑∞

n=1 x(n)| f) C([0, 1])
∫ 1

0
|x(t)|dt

c) `1 supn≥2 |x(n)|+ |
∑∞

n=1 x(n)| g) C([0, 1]) (
∫ 1

0
|x(t)| 12 dt)2

d) `π supm∈N |
∑m

n=1 x(n)| h) C(1)([a, b]) |
∫ b

a
x(t)dt|+ (

∫ b

a
|x′(t)|2 dt)

1
2

Zad 7. Pokaza¢, »e przestrzenie (C(1)[a, b], ‖ · ‖∞) oraz (C[a, b], ‖ · ‖1), gdzie ‖x‖∞ =

maxt∈[a,b] |x(t)| oraz ‖x‖1 =
∫ b

a
|x(t)| dt s¡ przestrzeniami unormowanymi, nie b¦d¡cymi

przestrzeniami Banacha.

Zad 8. W przestrzeni C[a, b] okre±lone s¡ dwie normy ‖x‖∞ = supt∈[a,b] |x(t)| oraz ‖x‖1 =∫ b

a
|x(t)| dt. Czy normy te s¡ równowa»ne?

Zad 9. Pokaza¢, »e nast¦pujace funkcje

N1(x) = max

{
max
t∈[0,1]

|x(t)|, max
t∈[0,1]

|x′(t)|
}

, N2(x) = max
t∈[0,1]

|x(t)|+ max
t∈[0,1]

|x′(t)|,

N3(x) = |x(0)|+ max
t∈[0,1]

|x′(t)|, N4(x) =

∫ 1

0

|x(t)|dt + max
t∈[0,1]

|x′(t)|,

s¡ parami równowa»nymi normami w przestrzeni C(1)([0, 1]).

1u»ywaj¡c skrótu my±lowego zwyczajowo pisze si¦ (nie±ci±le) [x] = x


